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1 Wprowadzenie i podstawowe de�nicje

N
iniejszy dokument jest krótk¡ prezentacj¡ metod wyznaczania niepewno±ci pomiarowych,
bazuj¡c¡ gªównie na mi¦dzynarodowo uznanym standardzie Guide to the Expression of Un-

certainty in Measurement, skrótowo zwanym GUM. W celu gª¦bszego zapoznania si¦ z metodami
zaleca si¦ lektur¦ GUM i powszechnie uznanych podr¦czników, jak np. [4].

Trudno przeceni¢ znaczenie pomiarów; s¡ one fundamentalnym narz¦dziem nauk empirycz-
nych oraz in»ynierii. Jednak»e, ka»dy pomiar jest obarczony pewn¡ niepewno±ci¡ i zazwyczaj w
nauce�a cz¦sto w technice�podanie warto±ci pomiaru bez podania jej niepewno±ci nie przed-
stawia sob¡ wi¦kszej warto±ci. Poni»szy tekst odsªoni najpierw podstawowe de�nicje, a nast¦pnie
elementarny aparat matematyczny sªu»¡cy do wyznaczania niepewno±ci.

W Laboratorium posªugiwa¢ si¦ b¦dziemy jednostkami ukªadu SI. Wymagana jest znajomo±¢
przedrostków od femto do tera. Proces wyra»ania wielko±ci w notacji naukowej mo»na przed-
stawi¢ nast¦puj¡co: oddzieli¢ pierwsz¡ niezerow¡ cyfr¦ od drugiej separatorem decymalnym,1

nast¦pnie pomno»y¢ otrzyman¡ liczb¦ przez 10 podniesione do takiej pot¦gi, aby otrzyma¢ licz-
b¦ oryginaln¡.

Przykªad 1.1. Niech l = 13 780m; w notacji naukowej l = 1,3780 · 104m.

Notacja in»ynierska ró»ni si¦ od naukowej tym, »e pot¦gi dziesi¡tek po znaku mno»enia s¡
ograniczone do 3n, gdzie n = 0,±1,±2, itd.

Przykªad 1.2. W notacji in»ynierskiej l = 13,780 · 103m.

Zakªada si¦, »e w Laboratorium b¦dziemy stosowa¢ w obliczeniach notacj¦ in»yniersk¡, przy
komunikacji werbalnej notacj¦ przedrostkow¡, natomiast przy podawaniu ostatecznych wyników
na sprawozdaniach � obie notacje.

Pomiarem (ang. measurement) zwiemy proces otrzymywania warto±ci numerycznej pewnej
ilo±ci, np. wielko±ci �zycznej, gdzie warto±¢ ta jest przyjmowana jako wielokrotno±¢ pewnej jed-
nostki miar. Wielko±ci¡ mierzon¡ (ang. measurand) nazywamy wielko±¢ �zyczn¡ b¦d¡c¡ przed-
miotem pomiaru.

Poj¦ciem, które stanowi jedno z najwi¦kszych ¹ródeª nieporozumie« w metrologii jest poj¦cie
bª¦du. Je±li x ∈ R to warto±¢ prawdziwa a xm to warto±¢ zmierzona, w kontek±cie pomiarów
bª¦dem zwiemy

ϵ = xm − x. (1)

Poniewa» prawdziwa warto±¢ nigdy nie jest dokªadnie znana, nieznany jest równie» ϵ. Bª¦dy
mo»na podzieli¢ na dwie kategorie:

1. bª¦dy losowe,

1W Polsce jest to przecinek, natomiast w niektórych krajach, np. anglosaskich, jest to kropka.
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2. bª¦dy systematyczne.

W przypadku bª¦dów losowych, warto±ci mierzone s¡ losowo rozmieszczone zarówno powy»ej,
jak i poni»ej warto±ci prawdziwej, np. przy pomiarze czasu spadania piªki za pomoc¡ stopera
¹ródªem bª¦dów losowych jest niedokªadna synchronizacja r¦cznego uruchamiania i zatrzymywa-
nia stopera, w niektórych przypadkach zbyt wcze±nie, w niektórych zbyt pó¹no. Kontynuuj¡c ten
przykªad, je±li stoper w ka»dym momencie �spó¹nia si¦� b¡d¹ �±pieszy�, zani»aj¡c lub zawy»aj¡c
ka»d¡ z mierzonych warto±ci, wtedy mamy do czynienia z bª¦dem systematycznym. W przypad-
ku bª¦du systematycznego, wszystkie warto±ci mierzone s¡ albo powy»ej albo poni»ej warto±ci
prawdziwej.

Niepewno±ci¡ pomiarow¡ (ang. measurement uncertainty) zwiemy miar¦ statystycznej dys-
persji2 mierzonych warto±ci wielko±ci �zycznej. Przypu±¢my, »e poprzez x̂ oznaczyli±my estymat¦3

prawdziwej warto±ci x pewnej wielko±ci �zycznej, natomiast u jest niepewno±ci¡ tego rezultatu.
Wtedy wynik bada« zapisujemy jako

x = x̂± u Υ, (2)

gdzie Υ oznacza symbol jednostki, tzn. w miejsce Υ podstawiamy takowy symbol. Wynika z
powy»szego, »e niepewno±¢ pomiarowa ma takie same jednostki, jak wielko±¢ mierzona. Wzór
(2) mo»na intuicyjnie interpretowa¢ jako �istnieje du»a szansa, »e prawdziwa warto±¢ wielko±ci
�zycznej le»y pomi¦dzy x̂ − u a x̂ + u�. Sekcja 2 u±ci±li, co oznacza wyra»enie �du»a szansa�
poprzez wprowadzenie poj¦cia przedziaªu ufno±ci.

Przykªad 1.3. Niech rezultat pomiarów okresu waha« wahadªa wynosi (2,25± 0,05) s. Zatem
istnieje du»e prawdopodobie«stwo, »e prawdziwa warto±¢ okresu le»y pomi¦dzy 2,20 s a 2,30 s.

Niepewno±¢ pomiarowa jest zawsze dodatnia; dla kontrastu, bª¦dy pomiarowe mog¡ by¢ za-
równo dodatnie, jak i ujemne.

Niepewno±ci pomiarowe mo»na podzieli¢ na dwie kategorie:

1. niepewno±ci typu A,

2. niepewno±ci typu B.

Oba te rodzaje niepewno±ci nie ró»ni¡ si¦ w swej istocie; ró»nica polega na sposobie, jakim
s¡ znajdowane (obliczane). Niepewno±ci typu A obliczane s¡ metodami statystycznymi, takimi
jak opisane w Sekcji 2, natomiast niepewno±ci typu B obliczane s¡ na podstawie informacji
podanych w dokumentacji urz¡dzenia pomiarowego, lub�w przypadku dokªadnych urz¡dze«
dokonuj¡cych pomiary naukowe�w raporcie z kalibracji. Wybrane metody obliczania niepewno±ci
typu B podane s¡ w Sekcji 3. Zale»nie od okoliczno±ci, w procesie raportowania bada« mo»na
podawa¢ niepewno±ci typu A i B, odpowiednio uA i uB, osobno lub te» nie; w tym drugim
przypadku podaje si¦ kombinacj¦ obu tych niepewno±ci, np. jako max (uA, uB).

Cyfry znacz¡ce (ang. signi�cant digits) w notacji pozycyjnej, wyra»aj¡cej liczb¦, to cyfry nie-
zb¦dne do wyra»enia tej liczby. Np. przy zapisie odlegªo±ci 0,052 km tylko cyfry 5 i 2 s¡ znacz¡ce,
bowiem 0,052 km = 52m. Z grubsza rzecz bior¡c, przez cyfr¦ znacz¡c¡ rozumie si¦ cyfr¦ ró»n¡
od zera oraz zera pomi¦dzy cyframi znacz¡cymi, jednak formalne reguªy klasy�kacji cyfr zna-
cz¡cych s¡ znacznie bardziej wyra�nowane [2]. W Laboratorium podajemy warto±ci numeryczne
estymaty x̂ ograniczaj¡c si¦ do 4 cyfr znacz¡cych;4 w uzasadnionych wypadkach5 wystarcz¡ 3
cyfry znacz¡ce. W przypadku niepewno±ci u, na prawo od separatora decymalnego powinno by¢
tyle samo cyfr, co w przypadku warto±ci estymaty x̂; dla przedstawienia u u»ywa si¦ nie wi¦cej
ni» 2 cyfr znacz¡cych.

2Inaczej rozrzutu.
3Tzn. warto±¢ oszacowan¡ np. poprzez metody statystyczne.
4Naturalnie, bez pomini¦cia separatorów, symboli jednostek, dziesi¡tek notacji wykªadniczej, itp.
5Jak np. niska dokªadno±¢ pomiaru.
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Niezmiernie wa»nym jest, aby warto±ci numeryczne podstawia¢ pod zmienne dopiero w osta-
tecznej postaci wzoru; w ten sposób minimalizuje si¦ bª¦dy zaokr¡gle« oraz umo»liwia uprosz-
czenie wzoru poprzez �skracanie� odpowiednich symboli.

Symbole zmiennych inne ni» wyst¦puj¡ce w instrukcjach winny by¢ precyzyjnie zde�niowane.

2 Obliczanie niepewno±ci typu A

Polskoj¦zyczn¡ pozycj¡, b¦d¡c¡ bardzo dobrym wprowadzeniem do koncepcji statystycznych,
jest [1]. Aktualn¡ i solidn¡ pozycj¡ angloj¦zyczn¡ jest w tym kontek±cie [3].

W statystyce mo»na wyró»ni¢ dwa przypadki:

1. znane s¡ warto±ci zmiennej losowej dla wszystkich obiektów populacji,

2. znane s¡ warto±ci owej zmiennej jedynie dla pewnego podzbioru wªa±ciwego populacji, a
zatem próby losowej.

W Laboratorium b¦dziemy mie¢ do czynienia tylko z tym drugim przypadkiem.
Rozmiarem (liczno±ci¡) próby zwiemy liczb¦ warto±ci zmiennej losowej x1, x2, . . ., xn. W

dalszej cz¦±ci tekstu rozmiar b¦dziemy oznacza¢ przez n.
Próby losowe mo»na podzieli¢ na liczne i maªo liczne. Dalej przyjmiemy, »e za prób¦ liczn¡

uwa»a si¦ prób¦ o rozmiarze wi¦kszym od 30. Je±li próba nie jest wedªug tej de�nicji liczna,
mówimy po prostu, »e jest maªo liczna i wªa±nie takie b¦dziemy spotyka¢ w Laboratorium, a
dokªadniej, dobiera¢ poprzez wykonywanie serii pomiarów, gdzie wynik ka»dego pojedynczego,
i-tego pomiaru mo»na postrzega¢ jako warto±¢ xi pewnej zmiennej losowej. Wyznaczanie niepew-
no±ci pomiarowych dla prób maªo licznych dokonuje si¦ korzystaj¡c z teorii rozkªadu t Studenta

[4, 3].

De�nicja 2.1. Je»eli xi dla i ∈ {1, 2, . . . , n} s¡ warto±ciami zmiennej losowej,6 to ±redni¡ x̄ tej»e
próby zwiemy

x̄ =

∑n
i=1 xi
n

. (3)

Poprzez residuum ϵi dla i ∈ {1, 2, . . . , n} b¦dziemy rozumie¢ odchylenie i-tej warto±ci od
±redniej, tzn.

ϵi = xi − x̄. (4)

W ogólnym przypadku
n∑

i=1

ϵi = 0. (5)

Oznacza to, »e residua s¡ powi¡zane poprzez powy»sze równanie; je»eli mamy podane n − 1
residua, wtedy jedyne pozostaªe residuum mo»na obliczy¢ korzystaj¡c z tego równania. Dlatego
mówimy, »e residua maj¡ ν = n−1 stopni swobody w przypadku estymowania ±redniej populacji.
W bardziej ogólnym przypadku, gdy staramy si¦ oszacowa¢ q parametrów charakteryzuj¡cych
populacj¦, ν = n− q.

Przykªad 2.1. Przy dopasowywaniu linii prostej do 12 danych pomiarowych za pomoc¡ metody
najmniejszych kwadratów (regresji liniowej) mamy q = 2, zatem ν = 10.

Estymatorem b¦dziemy zwa¢ reguª¦ szacowania parametru charakteryzuj¡cego pewn¡ wiel-
ko±¢ na podstawie próby losowej, jak np. obserwowanych danych, pomiarów.

Przykªad 2.2. �rednia warto±ci (np. wzrostu) w próbie losowej jest estymatorem ±redniej w
caªej populacji.

6Np. warto±ciami zmierzonymi podczas serii n pomiarów.
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Estymator jest obci¡»ony (ang. biased) gdy warto±¢ oczekiwana (szacowana) parametru cha-
rakteryzuj¡cego populacj¦ nie jest równa �rzeczywistej� warto±ci parametru, tzn. warto±ci obli-
czonej na podstawie danych z caªej populacji. W przeciwnym wypadku, estymator jest nieobci¡-
»ony (ang. unbiased). Staramy si¦ u»ywa¢ estymatorów jak najmniej obci¡»onych, tzn. takich,
dla których ró»nica pomi¦dzy szacowan¡ a rzeczywist¡ warto±ci¡ rzeczonego parametru jest jak
najmniejsza.

De�nicja 2.2. Nieobci¡»onym estymatorem wariancji jest

s2 =

∑n
i=1 ϵ

2
i

ν
. (6)

Podstawienie n w miejsce ν daªoby obci¡»ony estymator wariancji. W Laboratorium zazwy-
czaj b¦dziemy estymowa¢ ±redni¡ pomiarów, zatem liczba stopni swobody ν w tym przypadku
b¦dzie równa n − 1; u»ycie n − 1 zamiast n w tym kontek±cie nazywamy poprawk¡ Bessela,
redukuj¡c¡ obci¡»enie estymatora.

De�nicja 2.3. Estymatorem odchylenia standardowego dla populacji jest

s =
√
s2. (7)

Nale»y mie¢ na uwadze, »e wyci¡gni¦cie pierwiastka kwadratowego z wariancji powoduje, »e
takie odchylenie standardowe jest estymatorem obci¡»onym.7 Dzieje si¦ tak dlatego, »e opera-
tor pierwiastkowania jest funkcj¡ nieliniow¡. Jednak»e (7) jest powszechnie akceptowan¡ miar¡
dyspersji pewnej wielko±ci w jej populacji, wnioskowanej na podstawie próby losowej.

De�nicja 2.4. Niepewno±ci¡ standardow¡ u(x̄) ±redniej x̄ dla n wzajemnie nieskorelowanych
warto±ci jest

u(x̄) =
s√
n
. (8)

De�nicja 2.5. Niech X b¦dzie prób¡ losow¡ dobran¡ z pewnego rozkªadu prawdopodobie«stwa
z parametrem statystycznym θ, który jest estymowany. Przedziaªem ufno±ci8 dla tego parametru,
o wspóªczynniku ufno±ci9 γ b¦dziemy zwa¢ przedziaª (θ1, θ2), speªniaj¡cy warunek

Pr (θ1 < θ < θ2) = γ, (9)

gdzie θ1 i θ2 s¡ funkcjami wyznaczonymi na podstawie próby losowej a Pr (ω) oznacza prawdo-
podobie«stwo, »e wyra»enie ω jest prawdziwe.

Ze wzgl¦du na maªy rozmiar danych zbieranych w Laboratorium, zaªo»ymy, »e dane maj¡
rozkªad t Studenta. W tym przypadku, przedziaª ufno±ci b¦dzie zde�niowany poprzez

θ1 = x̄− tu(x̄), (10)

θ2 = x̄+ tu(x̄), (11)

a zatem, podaj¡c rezultat szeregu pomiarów w postaci ±redniej x̄ zmierzonych warto±ci, b¦dziemy
go zapisywa¢ w postaci przedziaªu ufno±ci

x = x̄± tu(x̄) Υ, (12)

dodatkowo podaj¡c warto±¢ γ, bez której rezultat byªby równie maªo warto±ciowy, jak w przy-
padku podania samej ±redniej. W Laboratorium przyjmujemy, »e wyniki podawane s¡ ze wspóª-
czynnikiem (tzn. poziomem) ufno±ci co najmniej 0,9. Mo»na zauwa»y¢, »e powy»szy wzór jest
szczególn¡ postaci¡ (2) (Υ oznacza symbol jednostki).
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Tabela 1: Tablica wspóªczynników rozszerzenia dla rozkªadu t Studenta
γ

ν 0,5 0,6 0,7 0,8 0,9 0,95 0,98 0,99 0,995 0,998 0,999

1 1,000 1,376 1,963 3,078 6,314 12,71 31,82 63,66 127,3 318,3 636,6
2 0,816 1,080 1,386 1,886 2,920 4,303 6,965 9,925 14,09 22,33 31,60
3 0,765 0,978 1,250 1,638 2,353 3,182 4,541 5,841 7,453 10,21 12,92
4 0,741 0,941 1,190 1,533 2,132 2,776 3,747 4,604 5,598 7,173 8,610
5 0,727 0,920 1,156 1,476 2,015 2,571 3,365 4,032 4,773 5,893 6,869
6 0,718 0,906 1,134 1,440 1,943 2,447 3,143 3,707 4,317 5,208 5,959
7 0,711 0,896 1,119 1,415 1,895 2,365 2,998 3,499 4,029 4,785 5,408
8 0,706 0,889 1,108 1,397 1,860 2,306 2,896 3,355 3,833 4,501 5,041
9 0,703 0,883 1,100 1,383 1,833 2,262 2,821 3,250 3,690 4,297 4,781
10 0,700 0,879 1,093 1,372 1,812 2,228 2,764 3,169 3,581 4,144 4,587
11 0,697 0,876 1,088 1,363 1,796 2,201 2,718 3,106 3,497 4,025 4,437
12 0,695 0,873 1,083 1,356 1,782 2,179 2,681 3,055 3,428 3,930 4,318
13 0,694 0,870 1,079 1,350 1,771 2,160 2,650 3,012 3,372 3,852 4,221
14 0,692 0,868 1,076 1,345 1,761 2,145 2,624 2,977 3,326 3,787 4,140
15 0,691 0,866 1,074 1,341 1,753 2,131 2,602 2,947 3,286 3,733 4,073
16 0,690 0,865 1,071 1,337 1,746 2,120 2,583 2,921 3,252 3,686 4,015
17 0,689 0,863 1,069 1,333 1,740 2,110 2,567 2,898 3,222 3,646 3,965
18 0,688 0,862 1,067 1,330 1,734 2,101 2,552 2,878 3,197 3,610 3,922
19 0,688 0,861 1,066 1,328 1,729 2,093 2,539 2,861 3,174 3,579 3,883
20 0,687 0,860 1,064 1,325 1,725 2,086 2,528 2,845 3,153 3,552 3,850
21 0,686 0,859 1,063 1,323 1,721 2,080 2,518 2,831 3,135 3,527 3,819
22 0,686 0,858 1,061 1,321 1,717 2,074 2,508 2,819 3,119 3,505 3,792
23 0,685 0,858 1,060 1,319 1,714 2,069 2,500 2,807 3,104 3,485 3,767
24 0,685 0,857 1,059 1,318 1,711 2,064 2,492 2,797 3,091 3,467 3,745
25 0,684 0,856 1,058 1,316 1,708 2,060 2,485 2,787 3,078 3,450 3,725
26 0,684 0,856 1,058 1,315 1,706 2,056 2,479 2,779 3,067 3,435 3,707
27 0,684 0,855 1,057 1,314 1,703 2,052 2,473 2,771 3,057 3,421 3,690
28 0,683 0,855 1,056 1,313 1,701 2,048 2,467 2,763 3,047 3,408 3,674
29 0,683 0,854 1,055 1,311 1,699 2,045 2,462 2,756 3,038 3,396 3,659

Wspóªczynnik rozszerzenia t mo»na obliczy¢ lub znale¹¢ z pomoc¡ Tabeli 1, gdzie warto±¢
t mo»na znale¹¢ na przeci¦ciu wiersza odpowiadaj¡cego liczbie stopni swobody ν oraz kolumny
odpowiadaj¡cej wspóªczynnikowi ufno±ci γ.

Przykªad 2.3. Przypu±¢my, »e dokonali±my szeregu n = 10 pomiarów niezmiennego napi¦-
cia woltomierzem cyfrowym i chcemy obliczy¢ niepewno±¢ typu A dla tego szeregu. Zmierzone
warto±ci, wyra»one w woltach, wynosz¡

2,87; 2,91; 2,89; 2,88; 2,87; 2,88; 2,86; 2,95; 2,88; 2,90. (13)

�rednia dla tej próby, obliczona za pomoc¡ (3), wynosi x̄ = 2,889V. Wedªug (6) wariancja tej
próby wynosi s2 ≈ 0,6767 · 10−3V. Zatem, na mocy (7), odchylenie standardowe dla tej próby, a
tym samym estymata odchylenia standardowego dla niesko«czenie wielkiej populacji pomiarów,
wynosi s ≈ 26,01 · 10−3V. Korzystaj¡c z (8), obliczamy niepewno±¢ standardow¡ obliczonej

7Jednak to obci¡»enie jest znacznie mniejsze, ni» w przypadku zignorowania poprawki Bessela.
8Poj¦cie przedziaªu ufno±ci zostaªo wprowadzone do statystyki przez matematyka polskiego pochodzenia Je-

rzego Spªaw¦-Neymana.
9Zwanym równie» poziomem ufno±ci.
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±redniej otrzymuj¡c u(x̄) ≈ 8,225 · 10−3V. W celu znalezienia przedziaªu ufno±ci zakªadamy
wspóªczynnik ufno±ci γ = 0,95 oraz odwoªujemy si¦ do Tabeli 1, aby znale¹¢ wspóªczynnik
rozszerzenia t: maj¡c ν = n − 1 = 9 stopni swobody, wybieramy wiersz tabeli rozpoczynaj¡cy
si¦ od liczby 9 i znajdujemy liczb¦ na przeci¦ciu tego wiersza oraz kolumny dla γ = 0,95; liczba
ta to t = 2,262. Wykorzystuj¡c (12), nareszcie jeste±my na pozycji, aby zaprezentowa¢ wynik

U = 2,89± 0,02 V, γ = 0,95, (14)

co mo»na intuicyjnie zinterpretowa¢ jako: �na 95% jest prawdopodobnym, aby prawdziwa warto±¢
napi¦cia znajdowaªa si¦ w przedziale 2,89 ± 0,02 V�. Przy podawaniu wyniku, nale»y zwróci¢
uwag¦ na poprawn¡ liczb¦ cyfr. Liczba ta jest taka sama, jak liczba cyfr surowych danych (13).

3 Obliczanie niepewno±ci typu B

Niepewno±ci typu B obliczane s¡ na podstawie informacji charakterystycznych dla danego urz¡-
dzenia pomiarowego, podanych w dokumentacji urz¡dzenia b¡d¹ te» raporcie z kalibracji urz¡-
dzenia. W szczególno±ci, inne reguªy rz¡dz¡ obliczaniem niepewno±ci typu B dla mierników analo-
gowych, a inne dla mierników cyfrowych; podstawowe metody dla obu tych przypadków ukazano
poni»ej.

3.1 Przypadek mierników analogowych

Niepewno±¢ typu B pomiaru warto±ci x, dokonanego za pomoc¡ miernika analogowego klasy κ
przy zakresie xr (Sekcja 5), obliczana b¦dzie poprzez

uB(x) =
kκxr

100
√
3
, (15)

gdzie wspóªczynnik k dla wybranego poziomu ufno±ci odczytuje si¦ z Tabeli 2.

Tabela 2: Tablica wspóªczynników k dla obliczania niepewno±ci mierników analogowych
Poziom ufno±ci k

0,68 1
0,95 2
0,99 3

3.2 Przypadek mierników cyfrowych

Przez cyfr¦ najmniej znacz¡c¡ b¦dziemy rozumie¢ pot¦g¦ dziesi¡tki wynikaj¡c¡ z pozycji dzie-
si¦tnej cyfry staj¡cej najbardziej na prawo we wskazaniu miernika cyfrowego.

Przykªad 3.1. Zaªó»my, »e miernik wskazuje 3,57V. Cyfr¡ najmniej znacz¡c¡ wedªug powy»szej
de�nicji jest 10−2, tzn. 0,01.

Niepewno±ci wskaza« mierników cyfrowych podaje si¦ w formatach takich jak np. ±(0.5%+
1 digit), ±(3%+5), ±(1.2%+3 dgt) i tym podobnych. Liczba stoj¡ca przed znakiem % oznacza
procent wskazania miernika, natomiast liczba po znaku + oznacza wielokrotno±¢ cyfry najmniej
znacz¡cej.

Przykªad 3.2. Zaªó»my, »e miernik wskazuje U = 27,00V i jego dokumentacja podaje, »e dla
ustawionego zakresu niepewno±¢ wskazania wynosi ±(1,2%+5). Zatem niepewno±¢ typu B tego
wskazania u(U) = 1,2% · 27 + 5 · 0,01 = 0,374V, co, bior¡c pod uwag¦ posta¢ wskazania, nale»y
zaokr¡gli¢10 do 0,38V. Ostatecznie, podajemy wynik U = 27,00± 0,38V.

10W przypadku niepewno±ci, zaokr¡glamy zawsze do wy»szej liczby.
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4 Obliczanie niepewno±ci pomiarów po±rednich

W Sekcji 3 rozwa»ali±my przypadek pomiarów bezpo±rednich, tzn. takich, gdzie warto±¢ mie-
rzonej wielko±¢ jest bezpo±rednio wskazywana przez przyrz¡d pomiarowy. W tej sekcji skupi-
my si¦ nad pomiarami po±rednimi, tzn. takimi, gdzie poszukiwana warto±¢ jest obliczana na
podstawie pomiarów bezpo±rednich. Dla przykªadu, w pomiarze rezystancji metod¡ techniczn¡
(pomiar po±redni) rezystancja jest obliczana na podstawie pomiarów bezpo±rednich napi¦cia i
nat¦»enia pr¡du. Mówimy, »e y jest warto±ci¡ wielko±ci mierzonej po±rednio na podstawie war-
to±ci x1, x2, . . ., xm wielko±ci mierzonych bezpo±rednio, je»eli y jest funkcj¡ tych warto±ci, tzn.
y = f(x1, x2, . . . , xm). Je»eli x1, . . ., xm s¡ wzajemnie nieskorelowane, to wtedy i tylko wtedy
niepewno±¢ standardow¡ dla y mo»na obliczy¢ poprzez

u(y) =

√√√√ m∑
i=1

(
∂y

∂xi
u(xi)

)2

, (16)

gdzie u(xi) jest niepewno±ci¡ standardow¡ xi.11

Przykªad 4.1. Przypu±¢my, »e na podstawie pomiaru napi¦cia U i nat¦»enia pr¡du I chcemy wy-
znaczy¢ rezystancj¦ R = U

I , oraz niepewno±¢ standardow¡ tej warto±ci u(R). Zaªó»my, »e wyzna-
czyli±my niepewno±ci standardowe dla napi¦cia i pr¡du, odpowiednio u(U) i u(I), jak opisano w

sekcjach 2 i 3. Poniewa» ∂R
∂U = 1

I oraz ∂R
∂I = − U

I2
, z (16) mamy u(R) =

√[
1
Iu(U)

]2
+
[
− U

I2
u(I)

]2
.

5 Uwagi dodatkowe na temat mierników

Zakresem pomiarowym miernika wielko±ci �zycznej b¦dziemy zwa¢ maksymaln¡ dopuszczaln¡
przez miernik warto±¢ tej wielko±ci. Przekroczenie tej warto±ci mo»e uszkodzi¢ miernik. Dlatego
w celu ochrony miernika, pomiary rozpoczyna si¦ od najwy»szego zakresu. Jednak zwykle po-
miar warto±ci x tej»e wielko±ci jest tym dokªadniejszy, im x jest bli»sza zakresowi; dlatego je±li
wskazana warto±¢ jest ni»sza ni» ni»szy z zakresów, wtedy takowy zakres wybieramy.

Przykªad 5.1. Zaªó»my, »e mamy pewno±¢, »e napi¦cie nie przekracza 200V. Rozpoczynamy
pomiar od tego zakresu; miernik wskazaª 15,2V. Oznacza to, »e jeste±my uprawnieni do zmniej-
szenia zakresu do 20V. Miernik mo»e teraz wskaza¢ dokªadniejsz¡ warto±¢, 15,18V.

Wyboru zakresu dokonujemy zazwyczaj obracaj¡c pokr¦tªo zakresowe; w niektórych przypad-
kach, zwªaszcza w przypadku pomiarów nat¦»enia pr¡du, zakres wybierany jest równie» poprzez
umieszczenie przewodu pomiarowego w odpowiednim gnie¹dzie, np. jedno z gniazd sªu»y do
pomiarów pr¡dów �wysokich� ≤ 20A, a inne do pr¡dów �niskich� ≤ 200mA. W przypadku wa-
tomierzy analogowych, zakresem mocy jest iloczyn zakresu napi¦cia cewki napi¦ciowej i zakresu
pr¡du cewki pr¡dowej watomierza.

W przypadku mierników zasilanych za pomoc¡ baterii, np. r¦cznych mierników cyfrowych,
obowi¡zkiem prowadz¡cego pomiary jest wyª¡czenie miernika po uko«czeniu pomiaru celem
oszcz¦dno±ci energii zgromadzonej w baterii.

Pokr¦tªa zakresowe amperomierzy analogowych oraz cewek pr¡dowych watomierzy analo-
gowych wyposa»one s¡ w tzw. poªo»enia bezpieczne. W poªo»eniu tym, cewka przyrz¡du jest
bocznikowana (pomijana poprzez przepªyw pr¡du). Ma to na celu ochron¦ cewek w momen-
cie, kiedy istnieje gro¹ba, »e nat¦»enie pªyn¡cego pr¡du przekroczy nawet maksymalny zakres,
np. podczas rozruchu silnika. Poªo»enie bezpieczne pokr¦tªa zakresowego oznaczone jest poprzez
symbol K, ◦◦ lub 0.

11Nie odgrywa roli, czy te niepewno±ci s¡ typu A czy te» B.
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Je»eli α oznacza liczb¦ dziaªek wskazanych przez wskazówk¦ miernika, αmax caªkowit¡ liczb¦
dziaªek wybranej skali, natomiast xr wybrany zakres pomiarowy, to pomiar mierzonej warto±ci
wynosi

x =
α

αmax
xr = cα, (17)

gdzie c jest zwana staª¡ miernika.
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